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两类３正则图中的完美匹配数
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摘　要：完美匹配的计数理论在量子化学、晶体物理学和计算机科学中都有重要的应用，对此问题的研究具有
非常重要的理论价值和现实意义。但是，一般图的完美匹配计数问题已经被证实为ＮＰ—难问题。Ｌｏｖáｓｚ和Ｐｌｕｍ
ｍｅｒ曾提出关于完美匹配计数的一个猜想：任意２边连通３正则图都有指数多个完美匹配。用划分、求和，再嵌
套递推的方法给出了２类特殊图完美匹配数目的显式表达式，从而验证了 Ｌｏｖáｓｚ和 Ｐｌｕｍｍｅｒ猜想在这２类图上
的正确性。
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　　图的完美匹配的理论在很多领域有广泛应用，
例如：积和式在计算机科学，特别是计算复杂性理

论中有重要的地位，二分图的完美匹配的数目可以

方便地表示为计算积和式的值；共轭分子图是否具

有完美匹配对芳香族系统的稳定性是极其重要的；

图的完美匹配数也是估计共振能量和 π—电子能
量，计算鲍林键级的重要指标等［１－５］。遗憾的是，

１９７９年Ｖａｌｉａｎｔ证明了，一个图 （即使是偶图）的

完美匹配计数是ＮＰ－难问题［６］，若 ＮＰ≠ Ｐ，即
这个问题不存在多项式解法获得最优解。Ｌｏｖáｓｚ和
Ｐｌｕｍｍｅｒ曾提出关于完美匹配计数的一个猜想：任
意２边连通３正则图都有指数多个完美匹配［７］。文

献 ［８］中给出了３类２边连通３正则的图，它们
都有指数多个不同的完美匹配。本文给出了２类２
边连通３正则图美匹配数目的计算公式，验证了
Ｌｏｖáｓｚ和Ｐｌｕｍｍｅｒ猜想在这２类图上的正确性。

 收稿日期：２０１３－１２－１２
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （１１１７１１１４）
作者简介：唐保祥 （１９６１年生），男；研究方向：图论和组合数学；Ｅｍａｉｌ：ｔｂｘ０６１８＠ｓｉｎａｃｏｍ
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１　相关概念
定义１　若图Ｇ的两个完美匹配Ｍ１和Ｍ２中有

一条边不同，则称Ｍ１和Ｍ２是Ｇ的两个不同的完美
匹配。

设 ｎ（ｎ≥ ２） 个 长 是 ６的 圈 为 Ｃｉ６ ＝
ｖｉ１ｖｉ２ｖｉ３ｖｉ４ｖｉ５ｖｉ６ｖｉ１（ｉ＝１，２，…，ｎ），连接圈Ｃ

ｊ
６与Ｃ

ｊ＋１
６

的顶点ｖｊ３与ｖｊ＋１，６（ｊ＝１，２，…，ｎ－１），圈Ｃ
ｉ
６加边

ｕｉ１ｖｉ１，ｕｉ２ｖｉ２，ｕｉ４ｖｉ４，ｕｉ５ｖｉ５（ｉ＝１，２，…，ｎ），圈 Ｃ
１
６

与Ｃｎ６分别加边ｕ１６ｖ１６和ｕｎ３ｖｎ３，再分别连接顶点ｕｉ１
与ｕｉ２，ｕｉ４与ｕｉ５（ｉ＝１，２，…，ｎ），ｕｊ２与ｕｊ＋１，１（ｊ＝１，
２，…，ｎ－１），ｕ１１与ｕ１６，ｕ１５与ｕ１６，ｕｎ２与ｕｎ３，ｕｎ３与
ｕｎ４，这样所得到的图记为３－ｎＣ６，如图１所示。

图１　３－ｎＣ６图

Ｆｉｇ１　Ｆｉｇｕｒｅｏｆ３－ｎＣ６

设２ｎ个长是４的圈为 Ｃｉ１：ｕｉ１ｕｉ２ｕｉ３ｕｉ４ｕｉ１，Ｃｉ２：
ｖｉ１ｖｉ２ｖｉ３ｖｉ４ｖｉ１（ｉ＝１，２，…，ｎ）。连接圈Ｃｉ１和Ｃｉ２的顶
点 ｕｉ１与 ｖｉ１，ｕｉ３与 ｖｉ３；连接 Ｃｉ１，Ｃｉ２与 Ｃｉ＋１，１，
Ｃｉ＋１，２的顶点ｕｉ２与ｕｉ＋１，４，与（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）；
再连接圈Ｃ１１和Ｃ１２的顶点ｕ１４与ｖ１４，圈Ｃｎ１和Ｃｎ２
的顶点ｕｎ２与ｖｎ２。这样所得的图记为２－２ｎＣ４，如
图２所示。

图２　２－２ｎＣ４图

Ｆｉｇ２　Ｆｉｇｕｒｅｏｆ２－２ｎＣ４

２　主要结果及其证明
定理１　σ（ｎ）表示图３－ｎＣ６的完美匹配的数

目，则

σ（ｎ）＝３＋ 槡２２
２ ·（４＋ 槡２２）

ｎ＋

３－ 槡２２
２ ·（４－ 槡２２）

ｎ

　　证明　图３－ｎＣ６是３正则３连通图，显然存
在完美匹配。σ（ｎ）表示图３－ｎＣ６的完美匹配数。
设图Ｇ，ＳＶ（Ｇ），记Ｇ′＝Ｇ－Ｓ为图Ｇ删除Ｓ中
的顶点所得到的图。设 Ｓ１ ＝｛ｕ１１，ｕ１５，ｕ１６，ｖ１１，ｖ１５，
ｖ１６｝，Ｓ２ ＝ ｛ｕ１１，ｕ１４，ｕ１５，ｕ１６，ｖ１１，ｖ１４，ｖ１５，ｖ１６｝，Ｓ３ ＝
｛ｕ１１，ｕ１２，ｕ１５，ｕ１６，ｖ１１，ｖ１２，ｖ１５，ｖ１６｝，Ｇ１ ＝３－（ｎ＋
１）Ｃ６－Ｓ１，Ｇ２＝３－（ｎ＋１）Ｃ６－Ｓ２，Ｇ３＝３－（ｎ＋
１）Ｃ６－Ｓ３，Ｇ４ ＝３－（ｎ＋１）Ｃ６－｛ｕ１６，ｖ１６｝，Ｇ５ ＝３
－ｎＣ６－｛ｕ１５，ｕ１６｝，Ｇ６＝３－ｎＣ６－｛ｕ１１，ｕ１６｝，图Ｇ１，
Ｇ２，…，Ｇ６如图３－８所示。

图３　Ｇ１图

Ｆｉｇ３　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ１

图４　Ｇ２图

Ｆｉｇ４　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ２

图５　Ｇ３图

Ｆｉｇ５　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ３

图６　Ｇ４图

Ｆｉｇ６　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ４

图７　Ｇ５图

Ｆｉｇ７　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ５

５５
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图８　Ｇ６图

Ｆｉｇ８　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ６

图Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇ６均含ｎ个６圈，显然都有完美
匹配，Ｇ２Ｇ３，Ｇ５Ｇ６。设图Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇ６的完
美匹配数分别为 ｇ（ｎ），ｈ（ｎ），δ（ｎ），α（ｎ），
β（ｎ），γ（ｎ），则ｈ（ｎ）＝δ（ｎ），β（ｎ）＝γ（ｎ）。

由β（ｎ）的定义，图Ｇ１含边ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３，ｕ１４ｖ１４
的完美匹配数为β（ｎ），由δ（ｎ）的定义图Ｇ１含边
ｕ１２ｕ２１的完美匹配数为δ（ｎ），δ（ｎ）＝ｈ（ｎ），所以

ｇ（ｎ）＝β（ｎ）＋ｈ（ｎ） （１）
由β（ｎ）的定义，图 Ｇ２含边 ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３的完美匹
配数为 β（ｎ），由 α（ｎ）的定义图 Ｇ２含边 ｕ１２ｖ１２，
ｖ１３ｖ１６的完美匹配数为α（ｎ－１），所以

ｈ（ｎ）＝α（ｎ－１）＋β（ｎ） （２）
由ｈ（ｎ）的定义，图Ｇ３含边ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，ｕ１５ｖ１５的完
美匹配数为 ｈ（ｎ），由 α（ｎ）的定义图 Ｇ３含边
ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ２６，ｖ１５ｖ１４，ｕ１５ｕ１４ 的完美匹配数为
α（ｎ－１），由ｇ（ｎ）的定义图 Ｇ３含边 ｕ１１ｖ１１，ｖ１５ｕ１５
的完美匹配数为ｇ（ｎ），由ｈ（ｎ）的定义图Ｇ３含边
ｕ１１ｖ１１，ｖ１５ｖ１４，ｕ１５ｕ１４的完美匹配数为ｈ（ｎ），所以

α（ｎ）＝２ｈ（ｎ）＋ｇ（ｎ）＋α（ｎ－１） （３）
由 β（ｎ）的定义，图 Ｇ５含边 ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１６，ｖ１２ｖ１３，
ｖ１５ｖ１４，ｕ１４ｕ２５的完美匹配数为β（ｎ－１）；由ｈ（ｎ）的
定义，图Ｇ５含边 ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，ｖ１６ｖ１５的完美匹配数
为ｈ（ｎ－１）；由ｇ（ｎ）的定义，图 Ｇ５含边 ｕ１１ｖ１１，
ｖ１６ｖ１５的完美匹配数为ｇ（ｎ－１）。所以
β（ｎ）＝ｇ（ｎ－１）＋ｈ（ｎ－１）＋β（ｎ－１）（４）

由 γ（ｎ）的定义，图３－ｎＣ６含边ｕ１１ｕ１６的完美匹配
数为γ（ｎ）；由α（ｎ）的定义图３－ｎＣ６含边 ｕ１６ｖ１６
的完美匹配数为α（ｎ－１），由β（ｎ）的定义，图３
－ｎＣ６含边 ｕ１５ｕ１６的完美匹配数为 β（ｎ），β（ｎ）＝
γ（ｎ）。所以

σ（ｎ）＝２β（ｎ）＋α（ｎ－１） （５）
由 （１） －（５）式得

σ（ｎ）＝２ｇ（ｎ－１）＋２ｈ（ｎ－１）＋
２β（ｎ－１）＋α（ｎ－１） （６）

σ（ｎ）＝８β（ｎ－１）＋４α（ｎ－２）＋α（ｎ－１）
（７）

由 （４）和 （６）式得
２β（ｎ）＝σ（ｎ）－α（ｎ－１） （８）

由 （７）和 （８）式得
σ（ｎ）＝４σ（ｎ－１）＋α（ｎ－１） （９）

由 （１），（２），（３）和 （８）式得
α（ｎ）＝２σ（ｎ）＋２α（ｎ－１） （１０）

由 （９）和 （１０）式得
σ（ｎ）＝６σ（ｎ－１）＋２α（ｎ－２） （１１）
σ（ｎ－１）＝４σ（ｎ－２）＋α（ｎ－２） （１２）

（１１）－２×（１２）式得
σ（ｎ）＝８σ（ｎ－１）－８σ（ｎ－２） （１３）

　　线性递推式 （１３）的特征方程的根为ｘ＝４±

槡２２，所以线性递推式 （１３）的通解为 σ（ｎ）＝

ｃ１（４＋ 槡２２）
ｎ＋ｃ２（４－ 槡２２）

ｎ。

图９　３－１×Ｃ６图

Ｆｉｇ９　Ｆｉｇｕｒｅｏｆ３－１×Ｃ６

如图９所示，图３－１×Ｃ６含边ｕ１１ｕ１６，ｖ１１ｖ１６的
完美匹配有 ５个，含边 ｕ１１ｕ１６，ｖ１１ｖ１２，ｕ１２ｕ１３，ｖ１３ｖ１４，
ｕ１４ｕ１５，ｖ１５ｖ１６完美匹配有１个，含边ｕ１６ｖ１６的完美匹
配有 ８个，含边 ｕ１６ｕ１５，ｖ１６ｖ１５的完美匹配有 ５个，
含边 ｕ１６ｕ１６，ｖ１５ｖ１４，ｕ１４ｕ１３，ｖ１３ｖ１２，ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１６的完美
匹配有１个，所以σ（１）＝２０。

图１０　Ｇ７图

Ｆｉｇ１０　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ７

如图 １０所示，图 Ｇ７含边 ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ２６，
ｖ１５ｖ１４，ｕ１５ｕ１４的完美匹配有８个，含边 ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，
ｖ１３ｖ２６，ｖ１５ｕ１５，ｖ１４ｕ１４的完美匹配有８个，含边ｕ１１ｕ１２，
ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４，ｖ１５ｕ１５，

ｕ１４ｕ２５，ｖ２１ｖ２６，ｕ２１ｕ２２，ｖ２２ｖ２３，ｕ２３ｕ２４，ｖ２４ｖ２５ 的完美
匹配有１个，含边ｕ１１ｕ１２，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４，

ｖ１５ｕ１５，ｕ１４ｕ２５，ｖ２５ｖ２６的完美匹配有 ５个，含边
ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｖ１２，ｖ１３ｖ２６，ｕ１４ｖ１４，ｕ１５ｖ１５的完美匹配有８个，

６５
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含 边 ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｖ１２，ｖ１３ｖ１４，ｖ１５ｕ１５，ｕ１４ｕ２５，ｖ２１ｖ２６，ｕ２１ｕ２２，
ｖ２２ｖ２３，ｕ２３ｕ２４，ｖ２４ｖ２５的完美匹配有１个，含边 ｕ１１ｖ１１，
ｕ１２ｖ１２，ｖ１３ｖ１４，ｖ１５ｕ１５，ｕ１４ｕ２５，ｖ２５ｖ２６的完美匹配有５个，
含边 ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｖ１２，ｖ１３ｖ２６，ｖ１５ｖ１４，ｕ１５ｕ１４的完美匹配有
８个，含边ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３，ｖ１５ｕ１５，ｖ１４ｕ１４，ｖ２１ｖ２６的
完美匹配有 ５个，含边 ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３，ｖ１５ｕ１５，
ｖ１４ｕ１４，ｖ２５ｖ２６，ｕ２５ｕ２４，ｖ２４ｖ２３，ｕ２３ｕ２２，ｖ２２ｖ２１的完美匹配有
１个，含边ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３，ｖ１５ｖ１４，ｕ１５ｕ１４，ｖ２６ｖ２１的
完美匹配有 ５个，含边 ｕ１１ｖ１１，ｕ１２ｕ２１，ｖ１２ｖ１３，ｖ１５ｖ１４，
ｕ１５ｕ１４，ｖ２５ｖ２６，ｕ２５ｕ２４，ｖ２４ｖ２３，ｕ２３ｕ２２，ｖ２２ｖ２１的完美匹配
有１个，所以，α（１）＝５６。因此，由 （９）式得
σ（２）＝１３６。

线性递推式 （１３）满足 α（１）＝５６，σ（２）＝
１３６的解为

σ（ｎ）＝３＋ 槡２２
２ ·（４＋ 槡２２）

ｎ＋

３－ 槡２２
２ ·（４－ 槡２２）

ｎ

　　定理２　ψ（ｎ）表示图２－２ｎＣ４的完美匹配的
数目，则ψ（ｎ）＝９·５ｎ－１。

证明　图２－２ｎＣ４是３正则２连通图，显然存
在完美匹配。ψ（ｎ）表示图２－２ｎＣ４的完美匹配数。
为了求ψ（ｎ），先定义一个图Ｇ８和Ｇ９，并求其完
美匹配的数目。删除图２－２ｎＣ４的边ｕ１４ｖ１４都得到
的图记为Ｇ８；将长为６的圈ｕ１ｖ１ｗ１ｗ２ｖ２ｕ２ｕ１的顶点
ｖ１，ｖ２与圈Ｃ１１和Ｃ１２的顶点ｕ１４，ｖ１４分别连接一条边
得到的图记为Ｇ９，如图１１－１２所示。

图１１　Ｇ８图

Ｆｉｇ１１　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ８

图１２　Ｇ９图

Ｆｉｇ１２　ＦｉｇｕｒｅｏｆＧ９

显然图Ｇ８和Ｇ９均有完美匹配，图Ｇ８和Ｇ９的
完美匹配数分别记为λ（ｎ）和π（ｎ）。

图２－２ｎＣ４的完美匹配按饱和顶点ｕ１４的情况

可划分为如下７种情形。
情形１：由 λ（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边

ｕ１１ｕ１４，ｖ１１ｖ１４，ｕ１２ｕ１３，ｖ１２ｖ１３的完美匹配数为 λ（ｎ－
１）；

情形 ２：由 π（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１１ｕ１４，ｖ１１ｖ１４，ｕ１２ｕ２４，ｖ１２ｖ２４，ｕ１３ｖ１３ 的完美匹配数为
π（ｎ－２）；

情形３：由 λ（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１１ｕ１４，ｕ１２ｕ１３，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４的完美匹配数为 λ（ｎ－
１）；

情形４：由 λ（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１１ｕ１２，ｕ１３ｕ１４，ｖ１２ｖ１３，ｖ１１ｖ１４的完美匹配数为 λ（ｎ－
１）；

情形５：由 λ（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１１ｕ１２，ｕ１３ｕ１４，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４的完美匹配数为 λ（ｎ－
１）；

情形 ６：由 π（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１１ｖ１１，ｕ１３ｕ１４，ｖ１３ｖ１４，ｕ１２ｕ２４，ｖ１２ｖ２４ 的完美匹配数为
π（ｎ－２）；

情形 ７：由 π（ｎ）的定义，图 ２－２ｎＣ４含边
ｕ１４ｖ１４的完美匹配数为π（ｎ－１）。

故

ψ（ｎ）＝４λ（ｎ－１）＋π（ｎ－１）＋２π（ｎ－２）
（１４）

　　求λ（ｎ）。图Ｇ８的完美匹配按饱和顶点ｕ１４的
情况可划分为如下６种情形。

情形１：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｕ１４，
ｖ１１ｖ１４，ｕ１２ｕ１３，ｖ１２ｖ１３的完美匹配数为λ（ｎ－１）；

情形２：由 π（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｕ１４，
ｖ１１ｖ１４，ｕ１２ｕ２４，ｖ１２ｖ２４，ｕ１３ｖ１３的完美匹配数为 π（ｎ－
２）；

情形３：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｕ１４，
ｕ１２ｕ１３，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４的完美匹配数为λ（ｎ－１）；

情形４：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｕ１２，
ｕ１３ｕ１４，ｖ１２ｖ１３，ｖ１１ｖ１４的完美匹配数为λ（ｎ－１）；

情形５：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｕ１２，
ｕ１３ｕ１４，ｖ１１ｖ１２，ｖ１３ｖ１４的完美匹配数为λ（ｎ－１）；

情形６：由 π（ｎ）的定义，图 Ｇ８含边 ｕ１１ｖ１１，
ｕ１３ｕ１４，ｖ１３ｖ１４，ｕ１２ｕ２４，ｖ１２ｖ２４的完美匹配数为π（ｎ－２）。
故

λ（ｎ）＝４λ（ｎ－１）＋２π（ｎ－２） （１５）
　　再求π（ｎ）。图 Ｇ９的完美匹配按饱和顶点 ｕ１
的情况可划分为如下３种情形。

情形 １：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ９含边 ｕ１ｖ１，
ｕ２ｖ２，ｗ１ｗ２的完美匹配数为λ（ｎ）；

７５
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情形 ２：由 λ（ｎ）的定义，图 Ｇ９含边 ｕ１ｕ２，
ｖ１ｗ１，ｖ２ｗ２的完美匹配数为λ（ｎ）；

情形 ３：由 π（ｎ）的定义，图 Ｇ９含边 ｕ１ｕ２，
ｖ１ｕ１４，ｖ２ｖ１４，ｗ１ｗ２的完美匹配数为π（ｎ－１）。

故

π（ｎ）＝２λ（ｎ）＋π（ｎ－１） （１６）
由 （１４）和 （１５）式，得

ψ（ｎ）＝λ（ｎ）＋π（ｎ－１） （１７）
由 （１４）和 （１６）式，得

ψ（ｎ）＝６λ（ｎ－１）＋３π（ｎ－２） （１８）
由 （１７）和 （１８）式，得

ψ（ｎ）＝３ψ（ｎ－１）＋３λ（ｎ－１） （１９）
由 （１５）和 （１７）式，得

λ（ｎ）＝２ψ（ｎ－１）＋２λ（ｎ－１） （２０）
由 （１９）和 （２０）式，得
ψ（ｎ）＝３ψ（ｎ－１）＋６ψ（ｎ－２）＋６λ（ｎ－２）

（２１）
由 （１９）式，得

ψ（ｎ－１）＝３ψ（ｎ－２）＋３λ（ｎ－２） （２２）
（２１）－２×（２２）式，得ψ（ｎ）＝５ψ（ｎ－１）。易知
ｎ＝１时，图２－２×１Ｃ４的完美匹配数为９，故
ψ（１）＝９，所以ψ（ｎ）＝９·５ｎ－１。
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